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中文摘要 
 
首先，我们在具有 Dirichlet 零边界条件的光滑有界区域内，研究一类带有
分数阶拉普拉斯算子的超线性椭圆问题 /2( ) ( )s u f uλ−Δ = . 我们使用调和扩张方
法来研究变号解对于参数λ 的依赖性. 
其次，我们考虑一类带有分数阶拉普拉斯算子的热方程（具有低能量初值），
研究该方程全局解的存在性和衰减估计以及爆破解。并且考虑任何具有高能量
初值的全局解的性态，应用这种思想来准确描述全局解的衰减性. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
关键词： 分数阶拉普拉斯；存在性；Sobolev 迹不等式；衰减性； Sobolev-Littlewood 
不等式. 
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英文摘要 
 
Firstly, we consider a class of superlinear elliptic problems involving fractional 
Laplacian /2( ) ( )s u f uλ−Δ =  in a  bounded smooth domain with zero Dirichlet 
boundary condition. We use the method on harmonic extension  to study the 
dependence of the number of sign-changing solutions on the parameterλ . 
Secondly,  we are concerned with the existence and asymptotic  estimates of 
global solutions and blowup of a class of fractional Laplacian equation with 
lower-energy initial value. The second is to consider the asymptotic behavior of any 
global solutions that may possess high-energy initial value, and apply the idea to 
describe exactly the asymptotic profile of the global solution. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Keywords: Fractional Laplacian; Existence; Sobolev trace inequality; Asymptotic; 
Sobolev-Littlewood-Inequality.厦
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第一章 引言 
 
本论文致力于几类带有分数阶导数或分数阶积分的偏微分方程模型的理论
研究，对相应的方程或方程组从解的存在性，多解性和解的稳定性三个方面进
行分析和探讨. 
 
1.1 研究意义和应用前景 
在诸多领域如复合材料，薄膜材料，复杂流体，社会、交通中的混沌行为
中都涉及到分数阶导数，以及分数次调和算子. 由于其核函数辅以方程一定的
非线性，所以此类方程的研究既是热点又是难点. 再加上必须具备很强的分析
技巧，对于一般的数学工作者极具挑战性. 本篇论文正是对这些现象中所包含
的几类带有分数阶导数或分数阶积分的偏微分方程模型理论进行研究和探讨. 
 
1.2 国内外研究现状 
本篇论文所研究的问题涉及到两种类型的分数阶偏微分方程. 
一类是带有分数阶 Laplacian 算子[1-8]（关于空间变量）的偏微分方程。
比如热方程的解可以看成是从 x 出发的粒子，在 t 时刻的期望. 但是并不是所
有情况都可以用 Wiener 过程来刻画，详细可见文献[9-10]. 在自然和社会系统
中确实存在大量例子，他们的粒子轨道不再是连续的(而是跳跃的). 例如涡动
力学和反常扩散，以及在不完全市场(信息)中股票的收益情况等. 为了更精确
的预测自然现象和更好的服务于应用领域，人们用 Levy 随机过程去刻画这些自
然和社会领域中的现象，并得到很好的效果. 特殊地，当本征值为 αξξ 2||)( =a 时
的 Levy 过程称为α -阶对称稳态过程. 在这种稳态过程中，我们将要研究几类
广义的偏微分方程，如热传导方程，椭圆方程等等. 
2001 年，谭忠老师[11]在有界区域中证明了一般的拉普拉斯方程解的存
在性和衰减性，并对解的性态进行了研究. 随着分数阶拉普拉斯算子的研究，
也有许多的数学研究工作者对此做了一些初步研究[1-2]. 但这些文献大部分
要求变量必须属于全空间，如[1-2]，然而在有界区域或无界区域内，这类方程
解的相关的问题如何呢？目前几乎没有发现这方面的结果. 
另外，由于椭圆方程与热方程的研究方法有一定的类似，所以我们也将研
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究相应的分数阶椭圆方程. 目前在这方面刚是起步阶段，又是研究热潮的一个
阶段，虽然也有不少的数学工作者在这方面做出了不少贡献，如[12-14]. 但是，
很多理论还很不完善，比如说分数阶椭圆方程的变号解以及无穷多解的情形结
果很少，方程组方面也是。这将是我们急需研究的另一方面的内容. 
另一类是带有分数阶导数或分数阶积分（关于时间变量）的偏微分方程，
这类方程实际上可看成是带有 Riemann-liouville 分数积分算子的偏微分方
程，它描述的是在多媒体或介质中传播的问题，相关的知识可见文献[15-16].
现在这方面也是新的热点问题. 有许多的数学工作者做出了不少贡献，如
[17-21]，然而特别是分数阶微分方程组的全局解的相关结果几乎没有，所以，
这也是我们想要解决的第三个方面的内容. 
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第二章  基础知识 
 
本论文从第三章开始，每章按已发表的每篇论文对应整理而成，因此后面
各章本身就具有独立的完整性，一些数学记号与引理在各章需要的地方都有相
应地介绍，为此这里我们只补充些后面各章遗漏的一些通用的基本数学符号约
定与相关引理. 
 
2.1 基本记号 
 
nR 表示 n维欧氏空间，R其中表示实数集，本章全记 1 2( , , , ) nnx x x x R= ∈ . 
( )C Ω ：表示所有定义在Ω上连续函数的集合. 
0 ( )
kC Ω ：表示集合{所有 ( )ku C∈ Ω 且具有紧支集}. 
( )pL Ω ：表示集合{u 为Ω上的可测函数，且 pu dx
Ω
< ∞ }. 
( )L∞ Ω ：表示集合{u 为Ω上的可测函数，且 
( )
\
|| || sup | | inf{ sup | ( ) |; , ( ) 0}
L
x x Z
u ess u u z Z Q meas Z
∞ Ω
∈Ω ∈Ω
= = ⊂ = < ∞ }. 
, ( )k pW Ω ：表示集合{ ( ) | ( ),0 | | ,pu x D u L mα α∈ Ω ≤ ≤ 其中Dα 表示 u的弱偏导数，
1 2( , , , )nα α α α=  表示多重指标}. 
,
0 ( )
k pW Ω ：表示 0 ( )C∞ Ω 在空间 , ( )k pW Ω 中的闭包. 
( ; ) : ( , ), ( ; )p pL I X I a b L X= 或记为 a,b 表示集合{u 为Ω上的强可测函数，且满足
1/
( , ; )
|| || [ || ( ) || ] (1 );p
b p p
XL a b X a
u u t dt p= < ∞ ≤ < ∞   
( , ; ) ( 0)( , ) ( , )\
|| || sup || ( ) || inf sup || ( ) || ( )p X XL a b X meas Nt a b t a b N
u ess u t u t p
=∈ ∈
= = < ∞ = ∞  }. 
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2.2 基本引理 
 
引理 2.2.1（Young 不等式） 
设 1 2 1 2{ , , }, { , , } nn nx x x x y y y y R= = ∈  ， 实数 , 1p p′ >  且
1 1 1
p p
+ =
′
,则有如下
的 Young 不等式 
1 1 1
1 1| | | | , 0.
n n n
p p p p
i i i i
i i i
x y x y x y
p p
ε ε ε′ ′−
= = =
⋅ = ≤ + >
′
    
特别地，当 1, 2p pε ′= = = 时，上式不等式称为 Cauchy 不等式. 
引理 2.2.2(Holder 不等式 ) 
设 ( ) ( ), ( ) ( ),p qf x L g x L∈ Ω ∈ Ω 其中 .nx R∈Ω ⊂ 则 1( ) ( ) ( ),f x g x L∈ Ω 且 
1/ 1/( ) ( ) ( | ( ) | ) ( | ( ) | ) .p p q qf x g x dx f x dx g x dx
Ω Ω Ω
≤    
特别地，当 2p q= = 时，它变为 
2 2( ) ( ) || || || || .L Lf x g x dx f gΩ ≤  
引理 2.2.3 （Lebesgue 控制收敛定理）令 ( ), 1, 2,kf x k = 是可测函数数列，
,nx R∈Ω ⊂ 存在 1( ),Lϕ ∈ Ω 使得 | ( ) | ( )kf x xϕ≤ 对所有 1,2,k = 在Ω 内几乎处处
成立，则 1, ( ), 1, 2,kf f L k∈ Ω = 且 
( ) lim ( ) .kkf x dx f x dxΩ Ω→∞≤   
引理 2.2.4 令0 2, ,nx Rα< < ∈ 且u S∈ （Schwartz 速降函数类），则 
/2 ( ) ( )( ) . .
| |n nR
u x u yu C PV dx
x y
α
α α+
−
−Δ =
−
  
其中Cα 为任意常数. 
引理 2.2.5 令m为正整数，且 1 1 m
q p d
= − ，则 
（1） 如果 ,q < ∞ 则 , ( )k p dW R 嵌入 ( )q dL R ，且嵌入是连续的； 
（2） 如果 ,q = ∞ 则 ,k pW 函数在 dR 上任意一紧致集上的限制都属于
( )( )r dL R r∀ < ∞ ； 
（3） 如果 dp
m
> ，则在修改一个零测集的值之后， ,( ) ( )m p df x W R∈ 为连续函
数. 
引理 2.2.6 （与分数阶相对应的嵌入定理） 
设1 ; ,p s< < ∞ −∞ < < +∞ 则  
（1） ,s pW 为 Banach 空间； 
（2） , ;s pS W S ′⊂ ⊂  
（3） sW ε+ 嵌入 ,s pW （ 0ε > ）; 
(4) , ( )s p dW R 嵌入 ( ), / ;
dp
d sp dL R s d p− <  
(5) , ( )s p dW R 嵌入 ( )dC R 嵌入 ( ), .d dL R s
p
∞ >  
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第三章  一类带有分数阶拉普拉斯算子的非线性椭圆型方程的多解问题 
 
3.1 理论背景 
 
下面的方程组 
( ),
0,
u f u
u
λ−Δ = Ω
= ∂Ω
在 中；
在 上，……………………………………………(3.1.1) 
在过去的几十年中不同类型的非线性项 ( )f u 一直是数学工作者主要的研究对
象，比如文献[22-26].特别指出，1878 年 Rabinowitz[24]给出了当 1n = 时，
0λ∀ > ，方程（3.1.1）存在多个解，但他发现解的个数与λ 无关. 在文献[23]
中，Costa 和 Wang 证明了当 1n ≥ 时，该方程的变号解的个数与参数λ 有很大的
关系. 
最近，在非线性分析中分数阶拉普拉斯算子引起了研究者的广泛兴趣. 
Caffarelli 在文章[5,27]中研究了一类自由边界问题. 特别在文献[6]
中,Caffarelli 和 Silvestre 用调和扩张的方法定义了分数阶拉普拉斯算子. 
随后许多数学工作者根据这种方法得到了经典的椭圆型问题的相对应结果，比
如[28-29]. 
本篇论文，我们考虑了是下面带有分数阶拉普拉斯算子的非线性椭圆问题 
/2( ) ( ),
0,
s u f u
u
λ −Δ = Ω
= ∂Ω
在 中；
在 上，……………………………………………(Pλ ) 
这里 0, (0,2)sλ > ∈ ， ( 2)nR nΩ ⊂ ≥ 是具有光滑边界 ∂Ω 的有界区域， /2( )s−Δ 表
示分数阶拉普拉斯算子，且函数 :f R R→ 满足下面的条件 
( ),f C R∈  且对 # 22 2 ,np
n s
< < =
−
 20
( )lim 1.
| |pt
f t
t t−→
=     ……………( F ) 
关于分数阶拉普拉斯的定义可参看文献[28]. 特别地我们定义 /2( )s−Δ 的特征值
kρ 与 ( )−Δ 的特征值 kλ 的关系为 /2sk kρ λ= . 
用 ( )N λ 表示(Pλ )的变号解的个数，我们得到如下的结果. 
定理 3.1.1 如果 f 满足条件( F )，那么
0
lim ( ) .
t
N λ
→
= +∞  
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3.2. 预备知识 
 
基于有界光滑区域Ω，定义下面的半圆柱体 
),0( ∞×Ω=C  
和侧边界为 
).,0[ ∞×Ω∂=∂ CL  
用{ } 1,k k kλ ϕ ∞= 表示拉普拉斯算子 ( )−Δ 相对应的特征值和特征向量，并且满足
2 ( )
1k Lϕ Ω = .定义 
}.)(:{)(
0
2/1
0
2/2
)(
22/
0 2/
0
 ∞
=
∞
=
Ω
∞<=∈==Ω
k k
s
kkHkk
s
suLuH λαϕα …(3.2.1) 
用 /20 ( )sH − Ω 表示 /20 ( )sH Ω 的对偶空间. 算子 /2( )s−Δ 的定义如下 
∞
=
=Δ−
1
2/2/ ,)(
k
k
s
kk
s u ϕλα ……………………………(3.2.2)  
这里 
.)(
1
2∞
=
Ω∈=
k
kk Lu ϕα  
与问题 ( )Pλ 相关的对于能量泛函 /21 0: (sI H RΩ → 定义如下 
/4 2
1
1( ) | ( ) | ( ) ,
2
sI u u dx G u dxλ
Ω Ω
= −Δ −   /20 ( ),su H∀ ∈ Ω        …………(3.2.3) 
 
这里
0
( ) ( )
u
G u f t dt=  . 
定义 3.2.1 如果当任意的 /20 ( )sHφ ∈ Ω 都有下面的等式成立 
 ΩΩ =−Δ−Δ− 0)()()( 4/4/ dxufdxu ss φλφ  
那么我们说 /20 ( )su H∈ Ω  是 ( )Pλ 的一个弱解. 
取 2( ) ( ) | |pg t f t t t−= − ，根据条件（F）我们可得到下面的极限 
2
0
lim ( ) / (| | ) 0.p
t
g t t t−
→
=  
所以，假如 0δ > 足够小，那么存在 0Cδ > 使得 
1| ( ) | | | , [ 2 , 2 ]pg t C t tδ δ δ−≤ ∈ − ，并且 0 0.Cδδ → →当 时， ……(3.2.4) 
取 0δ > 足够小，使得 
)2(2
20
+
−
<< p
pC δ  ……………………………………(3.2.5) 
并且满足（3.2.4）。符号 δβ 表示一个C∞ 函数，并且满足 
| | ,t δ≤ 1;δβ =  | | ,t δ≥ 0;δβ =  ,t R∈ 0 1.δβ≤ ≤  
定义 
Rttgttg ∈= ),()()( δδ β ……………………………………(3.2.6) 
并且研究下面的方程组 
/2 2 ( 1)/( 2) 1/( 2)( ) | | ( ),
0,
s p p p pu u u g u
u
δλ λ− − − − − −Δ = + Ω
= ∂Ω
在 中；
在 上.……… ,( )Qδ λ  
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
12 
 
联合Pλ 和（3.2.6），我们通过直接计算得到下面的引理 
引理 3.2.1 若w是 ,( )Qδ λ 的一个解，并且 
)2/(1
)(|| −Ω ≤∞ pLw δλ  
那么 1/( 2)( ) ( ),pu x w x xλ− −= ∈Ω是Pλ 的一个解. 
 
为了解决非局部问题 ,( )Qδ λ ，我们将在多维空间中研究相对应的扩张问题，即
用经典的非线性变分方法把非局部问题转化为局部问题来研究. 对任意的正则
函数u，算子 /2( )s−Δ 作用在u上，定义如下 
,),,(lim1)( 1
02/
2/ Ω∈∀
∂
∂
−=Δ− −
→ +
xyxy
wyku
s
ys
s  
这里
1
/2
22 ( )
2
( )
2
s
s
s
k s
−
−Γ
=
Γ
， 且 ( )sw E u= 是u的s-调和扩张。定义 /20, ( )s LH C 为 0 ( )C C∞
的闭包，并且有下面的范数成立 
.)||( 2/121)(2/,0  ∇= −C sCH dxdywyw s L …………………(3.2.7) 
事实上，扩张技术最初是在整个空间上定义分数阶拉普拉斯，见文献[6],并且
相应的泛函定义在齐次分数阶 Sobolev 空间 /2 ( )s nH R

和权重空间 /2 1( )s nH R ++ . 
假如φ 足够光滑，通过计算可得到下面的积分 
,||
)()(..)()( 2/,2/ dyyx
yxVPcx nR snsn
s  +
−
−
=Δ− φφφ ………………(3.2.8) 
这里 . .PV 表示主值， , /2n sC 是标准化常数. 从文献[6]我们知道公式（3.2.8）与
从下面的傅里叶变换方法得到的结果是一样了， 
),2,0(),)((|)|2())()(( 2/ ∈∀=Δ− sFF ss ξφξπξφ  
这里 ,Sφ ∈ 而 S表示 Schwartz 空间中迅速减少的C∞ 函数，F表示傅里叶变换. 
根据扩张方法，我们把问题 ,( )Qδ λ 表示为 
1
/2 2 ( 1)/( 2) 1/( 2)
( ) 0, ( , ) ;
0, ( , ) ;
| | ( ), ( , ) {0},
s
L
s p p p p
v
div y w x y C
w x y C
w w w g w x yδλ λ
−
− − − − −
 − ∇ = ∈
= ∈∂∂ = + ∈Ω×
…(3.2.9) 
这里 
/2 1
0
/2
1( ) lim ( , ),s sv y
s
ww x y x y
k y+
−
→
∂∂ = −
∂
 ,x∀ ∈Ω  
为了更简单地说明问题，不失一般性，整篇文章我们假定 /2 1.sk =  
定义 3.2.2 我们说 /20 ( )su tr w HΩ= ∈ Ω 是问题 ,( )Qδ λ 的一个能量解，如果
/2
0, ( )
s
Lw H C∈ 满足下面的等式 
1 1
,{0} {0}
| | ( ) ,s p
C
y w dxdy w dx g w dxδ λϕ ϕ ϕ− −Ω× Ω×∇ ∇ = −    /20, ( ),s LH Cϕ∀ ∈  
相应的能量泛函定义如下 
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,)(||1||2
1)(
}0{ ,}0{
21  ×Ω×Ω− −−∇= dxwGdxwpdxdywywJ pC s λδ (3.2.10) 
这里 ( 1)/( 2) 1/( 2), ( ) ( ),p p pg t g tδ λ δλ λ− − − −=  , ,0( ) ( ) .
t
G t g s dsδ λ δ λ=   
下面是 /20, ( )s LH C 空间的一些结果： 
引理 3.2.2 [28] 已知 ,n s≥ # 22 n
n s
=
−
，那么存在一个常数C（仅依赖于 n）
使得对任意的 /20, ( )s Lw H C∈ 都有 
.)|),(|()|)0,(|( 2/1212/12 ##  ∇≤ −Ω C s dxdyyxwyCdxxw …(3.2.11) 
根据Holder 不等式，由于空间Ω有界，上面的引理可导出下面的引理 
引理 3.2.3 [28] 
( 1 )已知 #1 2 ,q n s≤ ≤ ≥ ，那么对于任意的 /20, ( )s Lw H C∈ 都有
.)|),(|()|)0,(|( 2/121/1  ∇≤ −Ω C sqq dxdyyxwyCdxxw ……(3.2.12) 
（ 2 ）已知 #1 2 ,q n s≤ < ≥ ，那么 /20,( ( ))s Ltr H CΩ 紧嵌入到空间 ( ).qL Ω  
引理 3.2.4 [28] 
.)()( )()()(
2/
2/
,0
2/2/ CHsHH
s
s
L
ss uEuu ==Δ− ΩΩ− ……(3.2.13) 
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3.3. 定理 3.1.1 的证明 
 
因为 ( 1)/( 2) 1/( 2), ( ) ( ),p p pg t g tδ λ δλ λ− − − −=  , ,0( ) ( ) ,
t
G t g s dsδ λ δ λ=  我们根据（3.2.4）和
gδ 的定义有 
1
, ( ) | | ,
pg t C tδ λ δ
−≤  , ( ) | |p
CG t t
p
δ
δ λ ≤      …………………(3.3.1) 
和 
/( 2)
,
2( ) | | ,
p
p p pCG t
p
δ
δ λ δ λ −≤  .t R∀ ∈     …………………(3.3.2) 
下面的结果是椭圆正则性结果，在我们的证明中是非常重要的，也就是我们得
出下面非线性问题有界弱解的正则性 
/2( ) ( ),
0,
s u q u
u
 −Δ = Ω
= ∂Ω
在 中；
在 上.    …………………………………… ( )Qδ  
引理 3.3.1 已知 2.n ≥  取 1( ), L>0 | ( ) | | | , .pq C R q t L t t R−∈ ≤ ∀ ∈且存在 使得 假如
/2
0 ( )
su H∈ Ω 是 ( )Qδ 的一个弱解，那么存在常数 ( , , )C C p L n= 使得 
.|||| )2(2
)22(
)(
#
#
p
p
pL uCu −
−
Ω ≤∞  
证明. 与前面的定义一样，问题 ( )Qδ 的准确意思为 /20, ( ), ( ,0)s Lw H C w u∈ ⋅ = ，并且
u是下面方程组的一个弱解 
1
/2
( ) 0, ( , ) ;
0, ( , ) ;
( ), ( , ) {0},
s
L
s
v
div y w x y C
w x y C
w q w x y
−− ∇ = ∈
= ∈∂ ∂ = ∈Ω×
     …………………(3.3.3) 
定义 
{( , ) || ( , ) | , 0}rB x y x y r y
+
= < >且 . 
对于 0, 1Tβ ≥ > ，取 2 /2, 0, ( )sT T Lww H Cββϕ = ∈ ，其中 min{| |, }.Tw w T= 定义 
}.|),(||),{( TyxwCyxDT <∈=  
通过直接计算，我们有 
21 1 2 2| ( ) | | |s sT TC Cy ww dxdy y w w dxdy
β β− −∇ = ∇   
1 2 2 2(2 ) | | | | .
T
s
D
y w w dxdyββ β−+ + ∇ ………(3.3.4) 
用 ,Tβϕ 乘以方程（3.3.3）的两边，进行分部积分，我们可获得 
 ∇+∇ −− TD sC Ts dxdywwydxdywwy 221221 ||||2|| ββ β  
.||
)()(
}0{
21
}0{
221
dxwwwL
dxwwwqdxdywwwy
T
p
TC T
s


×Ω
−
×Ω
−
≤
=∇∇=
β
ββ
  ………………(3.3.5) 
联合（3.3.4）和（3.3.5），我们有 
1 2| ( ) |s TC y ww dxdy
β− ∇  
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2 2
{0}
2 2
{0} {0}
( 1) | | ( )
( 1)( | | ) ( | | ) .
p
T
p
pp p p
T
C w ww dx
C w dx ww dx
β
β
β
β
−
Ω×
−
Ω× Ω×
≤ +
≤ +

    …………………(3.3.6) 
另一方面 
,)||(|)(| #
#
2
2
2
}0{1
21 dxwwCdxdywwy TC T
s  ×Ω− ≥∇ ββ ………………(3.3.7) 
这里 1C 依赖于 q, .n q p>和 且  
从（3.3.6）和（3.3.7），我们有 
.)||()||)(1()||(
2
}0{
2
}0{2
2
2
2
}0{
#
#
pp
T
p
p
p
T dxwwdxwCdxww  ×Ω
−
×Ω×Ω
+≤ ββ β                 
(3.3.8) 
令T → ∞，我们得到 
)1(2
})0{(
2
})0{(2
)1(2
})0{( )1()1(#2
||||)1(|| +
×Ω
−
×Ω
+
×Ω
++
+≤ ββ ββ β pp LpLL wwCw ………………(3.3.9) 
所以，我们有 
,|||||| })0{(
)1(2
2
})0{(3})0{( )1()1(#2 ×Ω
+
−
×Ω×Ω
++
≤ ββ
β
pp L
p
LL
wwCw ………………(3.3.10) 
这里 .)]1([ )1(2
1
23
++= ββCC  
取 ( 1)l p β= + ,那么有 
.||||)(|| )(2
)2(
)(
22
)(
#2 Ω
−
Ω
Ω
≤ lp
ip
L
l
pp
L
l
p
L
uup
lCu   …………………(3.3.11) 
令 #1 2 ,l =  
#
# 122 ( ) ,nnl p
−
=  1,2,n = 且
( 2)
2 22
( )
( ) | |n np
p p p
l ln
n L
C lC u
p
−
Ω= ，那么有 
11 ||)(||||
1
lnlNL L
n
i
iLnL uCuCu ∏
=
≤≤≤
=
 …………………(3.3.12) 
令 2'' 2
1
lim ( ) i
pn
li
n
i
C lC
p→∞
=
= ∏ ，在（3.3.12）中令 n→ ∞，我们得出 
.||||||)|(|||
)(
)22(2
)2(1
2
)2(
)( #2
#
#2
1
Ω
−
−
−
Ω
′′=

′′≤
∞
=
∞ L
pp
LL
l
pp
LL uuCuuCu pi ip ……(3.3.13) 
根据 Sobolev 不等式，我们有 
2
1
21
})0{()(
)||(1|||| #2#2 dxdywyC
wu
C
s
LL
∇
′
≤=  −×ΩΩ  
.||||))((1 2 )(2 })0{(}0{
2
1
p
L
p
L pp uC
LwC
Lwdxwq
C Ω×Ω×Ω ′
=
′
≤
′
≤  (3.3.14) 
最后令 '' '
LC C
C
= ，根据（3.3.13）和（3.3.14），我们可推出 
                                
.|||| )2(2
)22(
)()(
#
#
p
p
LL puCu −
−
ΩΩ
≤∞      ………………………(3.3.15) 
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